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Exercice 1.

Soient f,g: R — R, définies par:

flz) = rz+3, sixz>0, ot glz) = 20+ 1, six >3,
o 22, sizx<O0, ’ 9\ = x, six < 3.

e gof
_f 2f(zx)+1, sif(z)>3, 2f +1 siz>0ouz< —V3,
g(f(:z:)){ ) si f(z) < 3, { si —vV3<z<0,
2x—|—7 siz >0
= | 2°+1 siz<—V3
si —vV3<ax<O.
* foyg
[ glz)+3, siglx)>0, g(z)+3, si0<z<3ouz>3,
f(g(f)){ g(x)?,  sig(x) <0, { g(z)?, sz <0,

r+3, si0<zx<3

= 20+ 4, six >3,

z2, six < 0.

Exercice 2.

2x

Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = 2 495

e Rappel : L’image de la fonction f est définie par

Im(f)= {y eR:3zx e D(f), tel quey = f(x)}

On cherche donc les y € R tels que ’équation suivante admette des solutions:

2x

y=f(z) & y=



Si y = 0, I’équation est du premier degré et admet pour unique solution z = 0. Si y # 0, ’équation est
du deuxieme degré et admet des solutions réelles si et seulement si

1 1
A=4-100y°>>0 < —rSys:
11
On conclut donc que Im f = [—5, 5}.
e f n’est pas injective car, pour tout y € ] - %, %[ \ {0} , il existe deux éléments distincts de D(f)
1

14 /T 252

y )
tels que f(z1) =y = f(z2).

Exercice 3.

a) Soient f,g : R — R deux fonctions croissantes. Montrons que la fonction composée fog: R — R est
croissante.
Démonstration : Soient a < b. Puisque g est croissante, on a = := g(a) < g(b) =: y

Mais comme f est croissante et z < y, on a

fl)<fly) & [flg(a)) < f(g(b) & (fog)la) <(fog)d).

O
b) Soient f,g: R — R deux fonctions décroissantes. Montrons que la fonction composée go f : R — R est
croissante.

Démonstration : Soient a < b. Puisque f est décroissante, on a z := f(a) > f(b) =: y.
Mais comme g est décroissante et x > y, on a

g(x) <gly) = g(f(a) <g(f(b) <

(go f)a) < (go f)(b).
O
Exercice 4.
sin x
Montrons que lim —— = 1.
x—0 X
Démonstration : Pour tout x €]0, 5[, on a
. . sinx
smr<z<tgxr < shz< z
Ccos T
T 1
& 1< — <
sinz  coszx
sinx
& cosr < — < 1.
T

Remarquons que 'on a également pour tout = €] — %

5,0[1

cos(z) = cos(—x) < sin(—x)  sin(x)

= < 1.
—x x
Donc, pour tout 0 < |[z| < F, nous avons la relation : cos(x) < # < 1.
Comme lir% cosx = 1, on obtient, par le théoréeme des deux gendarmes, le résultat cherché.
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